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ABSTRACT 
Many papers in connection with power associativity in genetic algebras how a 
class of commutative power-associative algebras which are one-dimensional modulo 
their maximal nil ideals. In this paper we study power-associative algebras 
with principal and absolutely primitive idempotent and the Peirce decomposition 
A = A l • Al/2 • A o of which either A 1 is isomorphic to the ground field or A 0 = 0. 
In the first case, this class of algebras, which we call power-associative ~-algebras, 
coincide with the class of Berstein algebras of order n (n >~ 0) which are power-as- 
sociative. Every power-associative ~'-algebra is a train algebra, and when it is a Jordan 
~'-algebra, it is special train algebra. In the other case, we refer to power-associative 
algebras of type II. These algebras are also train algebras. 
O. PRI~LIMINAIRES 
Soient K un corps commutat i f  nfini de caract~ristique diff~rente de 2 et 
A une K-algbbre commutative non associative de dimension finie. Supposons 
que A soit une algbbre ~t puissances associatives non nil. Alors A contient un 
idempotent non nul e et soit A = A 1 • A l l  2 • A o la d~composition de 
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Peirce de A relative ) cet idempotent. On a 
A~/zA~/e c A~ + A 0, A1/zA  x c A~/z + A~ ~, A~ 
et A 0 sont des sous-alg6bres orthogonales (A = 0, 1). 
Une K-algbbre commutative A est une alg~bre de Jordan si xZ( yx) = 
(x 2 y)x.  On sait que les algbbres de Jordan sont ~ puissances associatives. 
Rappelons qu'une K-alg6bre A est dite ponddrde s'il existe un mor- 
phisme d'alg~bres oJ : A ~ K, non nul et qu'une K-alg6bre pond6r6e (A, oJ) 
est une algbbre train s'il existe des constantes A1 . . . . .  i~r- I dans K telles que 
x r + )tlW(X)X ~ 1 + ... +)tr_lOJ(X)~-lx = 0, pour tout x dans A. 
Un idempotent e v~ 0 de A est dit principal s'il n'existe pas d' idempotent 
orthogonal ~ e. Un idempotent e de A est dit primitif s'il est l'unique 
idempotent de A~. Comme dans le cas des alg6bres de Jordan, nous dirons 
que l ' idempotent e de A est absolument primitif s ie  4:0  et tout 616ment de 
A 1 est de la forme de +x avec a~K et x nilpotent. On a alors A 1 = 
Ke • ~,  oh X~ est une nil-alg6bre (cf. [12, page 338]). 
LEMME 0.1. Soient K un corps commutatif  de caractdristique 4: 2, 3 et 5 
et A une K-algbbre h puissances associatives. Si A admet un idempotent 
e 4: O, principal et absolument primitif, alors l'application K-lindaire 
~o : A ~ K, x = ae + Xl/2 + x o + Xl ~ ~ est l'unique pond~ration de A. 
Preuve. En effet, soit e un idempotent principal de A et soit A = A 1 
A1/z • A o la d~composition de Peirce de A. Alors A 0 est une nil-alg~bre. 
Supposons que e soit absolument primitif. Alors A 1 = Ke • ~,  oh ~ est 
une nil-alg~bre. De plus (cf.__ [1, lemme 9]) les ~l~ments de Al l  2 sont 
nilpotents et (cf. [1]) R = A 1 • A l l  2 • A o est le nilradical (le nil-ideal 
maximal) de A. De A/R  -~ K, il vient que oJ: A ~ K, d~finie par oJ(e) = 
1 et w(x)  = O, pour tout x dans R, est une pond~ration de A. Comme dans 
le cas des alg~bres train (cf. [11]), l'unicit~ de oJ se d6duit facilement du fait 
que ker w = R est nil. • 
THI~OR~;ME 0.2. Soient K un corps commutatif  de caractgristique diffgr- 
ente de 2 et A = Ke ~ X 1 ~9 A1/2 • A o la dgcomposition de Peirce d'une 
alg~bre de Jordan relative h l' idempotent principal et absolument primitif e. 
Si A 1 = 0 ou A o = O, alors A est une alg~bre train spJciale. 
Pour la d6monstration, voir [7, eorollaire 1.6]. 
Notre ~tude porte sur les alg~bres ~ puissances associatives dans lesquelles, 
tout idempotent est principal et absolument primitif et A 1 = 0 ou A 0 = 0 
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dans la d~composition de Peirce. On dira, dans le premier eas, que A est une 
~q~-algbbre h puissances associatives, dans le second cas, que A est une 
alg~bre h puissances associatives du type II. Ces algbbres sont des algbbres 
train et si elles v~rifient l'identit~ de Jordan, elles deviennnent des algbbres 
train sp~ciales et sont alors g~n~tiques. Comme application, les ~q~-alg~bres 
puissances associativies 'identifient aux alg~bres de Bernstein d'ordre n 
(n >~ 0) qui sont ~ puissances associatives. 
On sait (cf. [11]) clue toute alg~bre train sp~ciale st une alg~bre train. De 
plus, Sehafer [9] donne xt°[x - o)(x)]t~[x - ½o)(x)] t~/~ = 0 comme la forme 
g6n~rale de l'6quation train d'une alg~bre de Jordan g~n~tique. Nous mon- 
trons, du moins dans les deux cas ci-dessus cites, que l'~quation rang est 
pr~cis~ment xto[x - o)(x)] t~ = 0 avec t o = 1 ou t~ = 1. 
1. ~-ALGEBRES A PUISSANCES ASSOCIATIVES 
Soient K un corps eommutati f  de earaet~ristique diff~rente de 2 et 
A = A 1 • A1/.) • A o la d~eomposition de Peiree de A relativement ~ un 
idempotent e principal. On suppose, de plus, que A 1 = Ke, A o A1/2 c Al/2, 
Aj/.) At/.) c Ao et A~ c A 0. La lin~arisation de l'identit~ x.)x 2 = x 4 donne 
( i . i )  
4x2( yz) + 8( xy)(  xz) = 2x[ x( yz)] + 2x[ y( xz)] + 2x[ z( xy)] 
+ 2y[4=)1  + 2~[x(xy)] + (~)y  + (x~y)~. 
LEMME 1.2. En caractdristique diffdrente de 2 et 3, on a les identitds 
suivantes: x~/, 2 = 0, 2xl/ . )(xl / . )x o) = x~/.)Xo, 2Xo(XoXl/e) = X~X~/.), 
x~/~(x,/~Xo) = x~/~(x~/.)~o) = o, x~/.)(x~/.)y~/~) = ~/~(~/ . )y~/~)  = 0, 
2 .) xl/.)x o + 4(xl/2Xo) z = 2Xo(XoX~/2) et 
Xo(X~Xxj.))  = x~( xoX~j.)) = 1 3 ~xl/.)Xo. 
Preuve. En effet, pour x =x l /2 ,  y =xo et z =e dans (1.1), on a 
x~ 2Xo = '2x  1 2(Xl 2Xo) En renant x =y  =x l /2  et z =e ,  on a6x~/2 = 
/3 .3 / 1 /3 "" aP3 - done x~/2 = 0 puisque earK~3.  3Xl/2 + xl /2 + ~xl/2 solt ~xl/2 -- O, 
Pour 
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x = x o, y = xl /z et z = e, on a 3[xl/2X~o - 2Xo(XoXl/2)] = 0 et il vent que 
X2X1/2 = 2X0(X02C,/2). 
Puisque x~/2 = 0 entra~ne que 
z X1/2 Yl/z + 2x l / z (x l /2  Yl/2) = 0 
alors, pour Yl/2 = xl/2 Xo, il vient que 
Mais 
entra~ne que 
2X0(X 0X1/2) = X1/2X 2 
Alors 
Ainsi, 
L'identit~ 
entra~ne que 
Donc 
x,/,(Xo yo) = Xo(X,/, yo) + yo( x,/, ~o). 
x,/,( x~/,Xo) = x~/2Xo + ( x,/ ,Xo)X~/, = x~/2( x, / ,Xo).  
de ce qui pr~cbde, il vient que x~/2(xl/2x o) =xl/z(x~/~Xo).  
2x l /2(  xl/2Xo) = x~/2Xo 
Xo(Xl/, yl / ,)  = (XoXl/,) yl/, + (Xo y,/ ,)  x,/2. 
= 2X1/2[X1/2(X1/2Y1/2)] = --XI/2(X2/2YI/2),  
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soit x l /2 (x~/2  Y l /2 )  = x~/2(x l /2  Y l /2 )  = 0. On a 
• ~(xox~ = 2~o[ ~o(~oX~] -- xo (~o~)  
Maintenant ,  en faisant x = x l / z ,  y = z = x o clans (1.1)  il v ient  que 
4 ~  + 8(x~Xo~ ~ = 2x~(x~x~)  + 4~[  ~o(~,~Xo~] 
+ 4Xo[X~(Xl~o)] + ~(x~Xo)~o 
= x~x~o + ~x~[Xo(~,~,~o)] + ~o(~Xo) .  
Mais 4xl/2[ Xo(Xl/z Xo)] = 2 xl/z(xl/e XZo) = x~/2 x~. Par cons6quent 
2 2 x~/~Xo + 4( x~Xo)  ~ = 2Xo(Xo~) .  
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THI~OR~ME 1.3. Soit A = Ke ~ A1/2 ~ A o la d~composition de Peirce 
d'une alg~bre ~z puissances associatives en caractdristique diff~rente de 2 et 3 
et v~rifiant A2o C Ao, A oA1/2 cA1~ 2 et A1/2A1/2 cA  o. Alors A est une 
alg~bre de Jordan si, et seulement si, la sous-alg~bre A o est de Jordan. 
Preuve. I1 est clair que la condition est n~cessaire. Montrons qu'elle est 
suffisante. Soient x= ae +x l / z+x o et y =/3e+y1/2  +yo clans A. En 
utilisant les identit~s du lemme 1.2 et apr~s simplification, il vient que 
- 2~1,2[ y~,2(x~,~xo~l - ~o(x~,~y~,~) 
- ~ ,~[  yo~x~,~xo)] - xo(yoX~,~) 
+ e(x,/~Xo)(Xoy~/~) + (~,/~y~/2)Xo ~ 
+ e(~, /~o) (Xoyo)  + (x~/~yo)Xo ~ 
+ ~(yoXo)  - (Xo~yo)Xo. 
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Au moyen des identit~s du lemme 1.2 les quatre premieres lignes s'annulent 
(voir par exemple [8, lemme 4.1]). Par consdquent x~(yx) - (x~y)x = x~(yx o) 
- (x~y)x 0. Donc, si A o est une alg~bre de Jordan, A l'est aussi. • 
Maintenant ,  A est une ~-alg~bre ~t puissances associatives. Alors e est 
un  idempotent  principal, A 0 est une nil-alg~bre, AoA1/~ c A~/2 et 
A1/~ A~/~ C A o. 
En suivant Albert [1], on introduit,  pour  tout x o ~ A o, l 'applieation 
K-l in~aire Sxo : A1/~ ~ AI/~, x~/~ ~ XoXx/~. Puisque Xo(yox~/~) + 
yo(XoXx/~) = x~/z(XoYo), on a SxoS~o + S~oS~o = S~o~o. 
LEMME 1.4. Pour tout k >1 2, on a 
S~ko = 2k-~Skxo, Sxk ° = 2S~oSxko-1 et SxoS~ko-~ = Sx~-~Sxo. 
Preuve. En effet, on a d~jh S~o~ = 2S~0. Par r~currence, on a S~0k+~ = 
= k-1 k 2k-~Sk S~ ° 9k.qk+l S~0k S~ox* ° S~oS~k ° + SxkoS~o = 2 SxoSxo + ~o = - ~xo , = 
2k-XSkxo = 2k-lSxoSk-l~o = 2S~oSx*o-~ et SxoS~ko+~ = 2S~oSxoS~ o = 2S~oS~koS~o 
= S~ok+ ~ Sro. • 
PROPOSITION 1.5. Soit A = Ke ~ A1/2 ~ A o la d~composition de Peirce 
d'une ~-alg~bre ~ puissances associatives en caract~ristique q= 2, 3. Alors, 
les idempotents non nuls de A sont de la fovme e + xl/2 + x~/2, xl/2 
parcourant A1/2. 
Preuve. En effet, soit u = ae + Xl/~ + x o un idempotent  de A. On a 
u 2 = a2e + ax l /~+2x l /2x  o+x~o +x~/2 et u 2 =u entra~ne que a 2--- 
a, ax l /2  + 2x l /2x  o = xl/2 et x o = x~ + x~/2. Supposons que a = 0. Alors 
xl/2 = 2Xl/~X o = 2Sxo(Xl/2) et par r~currence on a xl/2 = 2kS~o(Xl/2) et 
puisque x o est ni lpotent,  S~o est aussi n i lpotente et, pour  k suff isamment 
grand, S k = 0, donc xl/2 = 0 et x o =X2o +x~/z  =x~.  Ainsi, x o est un  Xo 
i dempotent  de A o et comme e est un  idempotent  principal, x o = 0 et par 
suite u = 0. Donc  a = 1, x l /2x  o = 0 et x o = x~ + x21/~. Pour 
on a 
X 0 -~ X20 -1- X2 /2 ,  
3 ~ 2 x l /2x  o = x l /2x  ~ q- Xl/2-- x l /2x  o 
= 2 Xo(Xo xl/ ) --- 2 S o(xl/ ) = k ÷ lC x o x X l /2 )  
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et par suite xl/2 x 0 = 0. Alors 
• ~o = ~ + 2xGx~o + ~/~ 
ear 
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=x~ 
XZoX~/2 = 2xl/2(xl/2X2o) = 4xl/2[Xo(XoX~/2) ] = 0 
et que x~/2 =0.  Ainsi x0 e est un idempotent  de A 0 et xg =0.  On a alors 
x o = x~/2. • 
2. ,~-ALGF, BRES DE JORDAN 
Dans ce paragraphe K est un corps de caraet6ristique diff6rente de 2. 
Soit A = Ke ~9 Al l  2 • A o la d6composition de Peirce d'une ~-alg6bre 
(~t puissances associatives qui est) de Jordan. 
THeORY;ME 2.1. Toute ~q~-algbbre de Jordan est une alg~bre train 
spdciale. 
Preuve. En effet, soit A = Ke $ A1/2 ~ A o la d6composition de Peirce 
d'une ~q~-alg6bre de Jordan. Puisque oJ : A ~ K, d6finie par ~o(ae + x~/2 + 
x 0) = c~ est une pond6ration de A, consid6rons l'id6al N = ker ~o = Al l  2 
A 0. I1 s'agit de montrer que Nest  nilpotent et que les N k sont des id6aux de 
A. Or, puisque Nest  nil et que route nil-alg6bre de Jordan de dimension 
finie est nilpotent Nest  nilpotent. Par r6currence, supposons que Nk est un 
id6al de A. Alors N k = (Nk)l/2 • (Nk)0 et 
T, TN~ = (A~/: + Ao)[(N~)I. + (N')o] =[ Ao(N~)I/~ + A,/d N~)o] 
• [A1/dXk)l/2 + A0(N~)0] =(~Tk÷~),/2 * (N~+')0. 
On a 
(Ke)Nk+l=(Nk+t) l /2CNk+l  et N~+ZcN k÷l 
nous (tit que N k+ 1 est un id6al de A. Donc A est une algbbre train sp6ciale. 
Observons que les relations du lemme 1.2 et la proposition 1.5 sont vraies 
sans supposer la caraet6ristique ¢ 3. 
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k-1  2 Lr.MME 2.2. Pour toutent ie rket l  >t 1, onaxl /2Lxo Lx~xl/~) = O. 
2 2 Preuve. En effet, on a xl/2(XoX~/2) = 0 et xl/2(XoXl/2) = O, i.e., la 
formule est vraie pour k = l = 1 et pour k = 1, l = 2. Fixons 1 = 1 et 
montrons, par r6currence, que k 2 xl/~Lxo(Xl/z) = 0. On a 
k+l  2 • k 2 
k 2 -- (x,j~0)L~o(X,~) 
= [x0(x0x l /2 ) l  Lk-lxo (x21/z) + Xo[Xl/2Lxo(Xl/z)]k 2 
k-1 2 
1 2 k - I  2 = ~(xl~xo)L~o (x,~) 
=1 ~ x~j~) + ~Xo[(X l /2xo)L~ ° (xl/~)] ~[Xo(X l j~o) ]  L~--~¢~o , ' ~ -~ 
1 
~ 3 k -2  2 2~ (xl~°)Lxo (xl~) 
et, de proche en proche, il vient que 
k+l  2 Xo )xl/2 = O. 
Supposons maintenant que, l~our tout k >/ 1, la formule soit vraie a l 'ordre I. 
Alors, en observant que L~xoLxt ° = Lx~oLkxo dans route alg~bre de Jordan 
commutative, on a 
k /+1 k 2 x~j~L~oLx,o~,(x~)=xl~L~,o~,'~o(x~)=(x~o )Lx0(~l~) 
= (X l /2  X/0 +1)  Lkxo(X2/2) =2[ X0(X1/2  xlo)] Lkxo(X12/2) 
= 2X rk+ l~xo  %~o(X~)  
- 2Xo[ ~,~ex0L~,0(~12/~)] =o.  
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THI~OR~;ME 2.3. Soient K un corps commutatif  de caract~ristique ~ 2 et 
A = Ke ~ At/2 ~ A o la ddcomposition de Peirce d'une alg~bre de Jordan 
relative ?z l ' idempotent principal e. Alors A est une alg~bre train v~rifiant 
x,n+ l _ og(x)x m = O, o~ m >1 1 est un entier. 
Preuve. En effet, le th~orbme 2.1 nous dit d~jh que A est une alg~bre 
train. Soit x = e + xl/2 + x o un ~l~ment de poids 1. On a x 2 = e + xi/2 + 
2x~/2~o + x~/~ + ~,  x ~ - ~ = 2x , /~Xo + x~/~ + ~ - Xo, ~ - x 2 = 
2x~/2x ~ + 2XoX~/e + x 3 -x~.  Si A o est une z~ro-algbbre, on voit que 
x 3 -x  e =0 et dans ce cas il est bien connu que A est une algbbre de 
Bernstein-Jordan (cf. [10]). Supposons donc que A~ ~ 0. On a 
= 2 2 2Xo(XoX~/2 ) + _ x ~_  ~3 2~i /~x~ + x~/~Xo + x 4 ~,  
X 5 -- :E4= 2X1/2 X4 ÷ X2/2 X3 ÷ 2X0(X2/2X20) 
÷ 2~olxo(~o~,~)] ÷ ~-  ~,  
' 2x0[ x0(x~2 x0~)] • ° -  x ~ = 2~2x0 ~ + x~2~0 + ~, , (~xo  ~) + 
÷ ~o[~o(~o(~o~)) ]  ÷ xo ~ -~.  
En g~n~ral, on ~tablit par r~currence que 
k- I  
(2.4) X k+l - X k = 2X1/2 Xk ÷ E °liLixoZxko-l-i(x2/2) ÷ xk+l -  xk, 
i=0 
oh les a~ sont dans K. En effet, on a, en utilisant les lemme 1.4 et lemme 
2.2, que 
X k+2 _ xk+l  = X1/2 Xo 
k -1  
÷ E °lixl/2ZixoZxko-l-i (x2 /2)  ÷ X1/2 Xk 
i=0 
k-1 
i=0 
÷ X~o~2 _ X~o÷, 
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k-1  
2 k Lx ° Lxko . . . .  ( Xl//2 ) =2xl /2Xko+l  +x l /2Xo + ~ at t+~ 2 
i=0 
+ Xko+2 _ Xko+l 
= 2xl/2Xko +1 + 
k 
E °ljZJxoZxko-J(x2/2) + xk+2- xk+l" 
j=0 
Maintenant, comme A 0 est nil, les Lxo sont nilpotentes et, en d6signant 
par s = o(A0), le plus petit indice de ni lpotence des x 0 et par t, celui des 
op6rateurs Lxo, quand x 0 paracourt A 0, on peut consid6rer deux cas: 
(1) Si s > t alors, on a x ~+1 - x ~ = Ei=0s-1 aiLt~oLx~ . . . .  (x~/2) et x ~+k+l 
xs+k s-1 i+k 2 - = F~i= o at L~o L~;-~ , (x l /2)  et pour un certain k, donc aussi pour un 
certain m>~2ona x " + l -xm =0.  
(2) S i t  ~<s, on a dans ce cas x ~+l -x  s = El2~atL~xoLx; . . . .  (x~/2) et 
comme ci-dessus, il existe un entier m tel que x m+ 1 _ x m = 0. Notons enfin 
que m = 1 dans le seul cas o~ A 0 = 0. • 
EXEMPLE 2.5. Soit A l 'algbbre de Jordan de dimension 5 dont 
la table de multiplication dans la base {e, e 1, e 2, e 3, e 4} est donn6e par 
1 e 2 = e, ee 1 = 7e2, e le 3 = e2, e~ = e4, les autres produits sont nuls. Soit 
x =e + E ia te i .  Ona  x 3 -x  2 = -a~e 4 et x 4 -x  3 =0.  
3. ALGEBRES DE BERNSTE IN  D 'ORDRE n A PUISSANCES 
ASSOCIATIVES 
On 6tablit d 'abord l 'analogue du th6or~me 2.3 pour les alg~bres 
puissances associatives. 
LEMME 3.1. Soient K un corps commutat i f  de caractdristique ~ 2, 3 et 
A = Ke • A1/2 • A o la cl~composition de Peirce d 'une ~-a lg~bre ?t puis- 
L soit nilpotente. sances associatives. Supposons que, pOUrm+tOutl x° ~ A°'m x~) (m >1 
Alors, A est une alg~bre train vdrifiant x - to(x)x  1). 
Preuve. En effet, le lemme 0.1 nous dit que A est une alg~bre pond6r6e. 
On a S,oSy ° + SyoSxo = Sxoy o. Consid6rons l 'algbbre de Jordan sp6ciale 
EndK(A1/2)  +dans  laquelle la multiplication est d6finie par f *  g = ½(fg + 
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gf ) .  Alors, l'application K-linSaire S: A 0 ~ EndK(A1/2) +, x o ~ S(x  o) = 
2St0 est un morphisme d'alg~bres. En effet, on a 
S(xoyo)  = o = l [S (xo)S(yo)  + S(yo)S( o)] = S(xo) ,  s ( , jo ) .  
Soit J0 = ker S = {x 0 ~ A o [ x o A1/2 = 0}. Alors J0 est un id6al de la sous- 
alg~bre A 0 et l'algbbre quotient Ao/ Jo  est une alg~bre de Jordan. 
En fait, puisque AJo =Ao J  oC Jo ,  Jo est un id6al de A. Soit A= K~ 
A]1/2 • A 0 la d6composition de Peirce de l'algbbre quotient A/ J  o. Pusique 
A 0 est isomorp_.he ~ Ao/ Jo  qui est une algbbre de Jordan, le th6or~me 1.3 
nous dit que A est une alg~bre de Jordan. Soit x = w(x)e  + xl/2 + x o. Par 
le th6or~me 2.3, il existe un entier m > 1 tel que x "'+ 1 _ o J (x)x"  ~ Jo. En 
posant Yo = xm+l -- tO(X) xm, on a x ''~+2 - ~o(x)x "'+l =x0y 0 et, par in- 
duction, x m+k+l - oJ(x)x m+k = Lk~,,(yo). Pour k suffisamment grand, on a 
L~,, = Oet x ' '+k+l  - w(x)x  ''+k = O. • 
Gerstenhaber [3] a montr~ qu'en caract~ristique nulle, si A est une 
algbbre commutative h puissances associatives et si a ~ A est nilpotent, alors 
L,, est nilpotent. Par consequent on a le r~sultat suivant: 
COROLLAIRE 3.2. En caractdristique nulle, toute ~-a lgbbre  ~ puissances 
associatives A est une alg~bre train v~rifiant x ''+ i _ w(x)x ,n  = 0 (m >~ 1). 
On dira qu'une K-alg~bre commutative pond~r~e (A, w) est une alg{bre 
de Bernstein d'ordre n (el. [5, 8]) si, pour tout x dans A, on a 
(3.3) x[n+21 = w(x)2"x[ , ,+U 
oh n >~ 0 est le plus petit entier tel que cette identit~ soit v~rifi~e et oh 
x Ijl = x . . . . .  x [k+lI = xtklx [k] sont les puissances j?leines de x. 
Soient a dans K et x, y dans A. On pose 
2 7,~ 
(3.4) (x  + ay)  [ ' '+ l l=x  t ' '+ l l+  E akPk , , , (x ,y ) ,  
k=l 
oh Pk, ,,,(x, y) est un polyn6me non associatif de degr~ k en y et de degr~ 
total 2".  De l%galit6 (x + ay)  Em+-~l = (x + ay) t '+ l l (x  + cry) p '+q,  il vient 
que 
(3.5) PI ,m+I(X,  y)  = 2(/91,re(X, y))x [m+l] 
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De m~me, (x + ay)  1~+21 = [to(x) + otto(y)]2"(x + ay)  [~+11 entra~ne que 
(3.6) el,n+l( X, y) = ~nto( X)2n-lto(y)x[n+l] -I- to( x)2"el,n( X, y) .  
THI~OR~ME 3.7. Soit (A ,  to) une K-algbbre de Bernstein d'ordre nen  
caractdristique ~ 2. Si A est ?t puissances associatives, alors x 2~ +1 = to( x )x 2". 
Preuve. Supposons donc que A soit ~ puissances associatives. Par r6cur- 
rence et en uti l isant les 6galit6s (3.4) et (3.5), on montre  que 
Pl.m(X,X 2) = 2mx2°'+l.Alors, (3.6) donne,  pour y =x  2, 2n+lx  2"+1+1 = 
2n[ to( X )2n- lto( X )2 X 2" + to( X )2"X2n + I ], soit 
(3.8) = to(x)'* x . + to (x ) 'x  
Or, par l'associativit6 des puissances, x['+21 = to(x)e"x ["+l] s'6erit x e'÷~ = 
to(x)e"x e°. En mult ipl iant cette 6galit6 par 2 x et en faisant la diff6rence avec 
(3.8) il v ient que to(x)e"[x z '+l  - to(x)x e"] = 0. Si to(x) ¢ 0, on a x z '+l  = 
to(x)x z" et si to(x) = 0, en identif iant les coefficients de a dans l'6galit6 
(e + ax)  e'+l = (e + ax)  2", on obt ient x 2"+1 = 0. Doric x 2"+1 = w(x)x  e" 
pour tout x dans A. • 
THEOREME 3.9. Soit ( A, to) une K-alg~bre pond~rde ?z puissances asso- 
ciatives. Alors, (A ,  to) est une algbbre de Bernstein d'ordre n si et seulement 
s ix  2"+1 = to( x )x 2". De plus, A est une ~-algbbre h puissances associatives. 
Preuve. D'aprbs le th~orbme 3.7 la condit ion est n~cessaire. Supposons 
donc que A soit h puissances associatives v~rifiant x 2"+1 = w(x)x  2". Alors, 
x 2"+2 = w(x)x  z'+l = w(x)2x 2" et par induction, x 2,'+k = to(x)kx 2" et pour 
k = 2", on obt ient x 2"+~ = to(x)2"x 2". Or x [ '+l j  = x 2" et x [n+2l = x 2"+~, 
donc x [n+21 = w(x)2"x In+l] et A est une algbbre de Bernstein d'ordre n. 
Maintenant,  on sait que toute algbbre de Bernstein d'ordre n admet  un 
idempotent  non  nul, disons e, et que, en caract6ristique ~ 2, elle se d~com- 
pose, re lat ivement ?tcet idempotent ,  sous la forme A = Ke (9 U (9 V,, avec 
U = A1/2 et V, = {x ~ A I L"e(X) = 0}, oh L e est  la mult ipl icat ion (h gauche) 
par e (cf. [5]). Alors, par l'associativit~ des puissances, V n = A 0 et cette 
d~composit ion coincide avec celle de Peirce relat ivement a l ' idempotent  e. 
Comme,  par l ' identit~ (3.3), l ' ideal ker to = Al l  2 (9 A o est nil, A est une 
~-a lgbbre  ~t puissances associatives. • 
Le th~or~me 3.9 identifie, du moins en caract~ristique nulle, la classe des 
alg~bres de Bernstein (d'ordre n) h puissances associatives h celle des 
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,~q~-alg~bres ~, puissances associatives. En  effet, si A est une ~-a lg~bre  '5 
puissances associatives, pour  un certain ent ier  m > 1, on a x m+ ~ = to(x)x m 
et alors x e'+~ = to(x)x  ~", oh nest  le plus pet it  ent ier  tel que rn ~< 2" 
PROPOSITION 3.10. Soit A = Ke (9 A1/2 (9 A o une ~-algbbre h puis- 
sances associatives. Si A o est une zdro-algbbre, A est une algbbre de Bernstein 
d'ordre 1 qui est aussi de Jordan. 
Preuve. En effet, si A 0 est une z6ro alg~bre et s ix  = ae  + x~/2 + x o, 
- x 2 +xi~ - ax~ =0,  done' x :~ = o?a c~ ~ K, x 3 ax2 = 2x~/,2Xo + 2xl/2 o
to(x)x 2, soit x 2+ 1 = to(x)x e, avee to(x) = ~x. Les th6or~me 1.3 et th6or~me 
3.9 donnent  |e r~sultat. • 
PROPOSITION 3.11. Soit A = Ke (9 AI/2 (9 A o une 5~-algbbre h puis- 
sances" associatives en caract~ristique 4: 2, 3. Si x~ = 0 pour tout x o clans A o, 
A est une algbbre de Bernstein d'ordre 2 qui est aussi de Jordan. 
Preuve. En effet, soit x = c~e + xl/~ + Xo, avee c~ ~ K. Les identit~s 
du lemme 1.2 nous montrent  que x 4 ax 3 x~/ex o + 9Xo(X,,X~/e) + 
2x l /2x  o ,  3 + x 40 -- °tx3 = xf/2xg + 2xo(XoX~/e). Or, l ' identit6 xi~ = 0 
entralne qne '~ = - cex' = 0, soit x e ~ = xoy o + 2Xo(Xoy o) 0, done x ~ " ,2 1 
to(x)x e~, oh to (x )= ce. Le th6or~me 3.9 nous dit alors que A est une 
alghbre de Bernstein d 'ordre 2. On sait (cf. [12, page 114]) que toute alg6bre 
commutat ive  v6rif iant x 3 = 0 est de Jordan. Done  la sous-alg6bre A 0 est de 
Jordan et le th6or~l-ne 1.3 nous flit alors que A est de Jordan. • 
COROLLAIRE 1. Soit A une 5¢4-alg~bre h puissances associatives en 
caract~ristique 4: 2, 3. Si A est une algbbre train (le ran~ <~ 4, A est une 
algbbre de Jordan. 
Preuve. On peut  supposer que A soit une alg~bre train de rang 4. Alors, 
si x I -  to(x)x :3=0 est l '~quation rang de A, pour  x =e +x 0, on a 
x 4 = e + x;  et l'6galit~ x 4 = x 3 entra~ne que x 4 = xil. Mais, comme x,, est 
ni lpotent, n~eessairement x~] = 0 et on appl ique la proposit ion 3.11. • 
4. ALG i~BRES A PU ISSANCES ASSOCIAT IVES  DU TYPE II 
Soit A = Ke (9 A1/2 (9 K l le d~eompositiol_l de Peiree re lat ivement "t 
l ' idempotent  e * 0 abso lument  primitif.  Alors A 1Ai/2 c Ai/e,  AI/2 At/2 c 
~,  ~ c A~ et R = AI/2 (9 ~ est le nilradical de A (of. [1, th~or~m~e 7]). 
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NOTE 4.1. Consid~rons A l'alg~bre obtenue par adjonction d'un ~16- 
ment unit6. Alors d = 1 - e est un idempotent de A. La d~composition de 
Peirce de A relativement h d est A = Kd • A1/2 • Ao avec A1/~ = A1/~ et 
e£ 0 = Ke • ~.  Par cons6quent la sous-alg~bre B = Kd • Al l  ~ • A1 est une 
~'-alg~bre ~t puissances associatives. 
PROPOSITION 4.2. Soit A = Ke • A1/2 • A1 la ddcomposition de Peirce 
d'une alg~bre du type I Ien  caractdristique diffdrente de 2 et 3. Alors, les 
idempotents non nuls de A sont de la forme e + xl/2 - x~/2, xl/2 parcourant 
A1/2. 
Pour la d6monstration voir, par exemple [7, th6or~me 3.2(3)]. 
TH~OR~ME 4.3. Toute alg~bre de Jordan du type II est une alg~bre train 
spdciale. 
Preuve. En effet, par le th~orbme 2.1, B est une alg~bre train sp~ciale, 
i.e. N = A1/2 ~ AI est nilpotent et les N k sont des id~aux de B. I1 suffit 
a lo rsdevo i rqueeN k =(1-e)N  k = N k + dN k c N k. • 
Compte tenu de la note 4.1, les r6sultats des paragraphes 1, 2 et 3 restent 
encore vrais, mutatis mutandi, pour les alg6bres de Jordan ou h puissances 
associatives du type II. En particulier, on a: 
TH~OR~ME 4.4. Soient K un corps commutatif de caract~ristique 4= 2 et 
A = Ke ~ Al l  2 ~ A1 la d6composition de Peirce d'une algbbre de Jordan du 
type II (i.e l'idempotent e est absolument primitif). Alors A est une alg~bre 
train v~rifiant x[x - co(x)] TM = 0, or) m ~> 1 est un entier. 
Preuve. En effet, soit x = co(x)e + xl/2 + x 1 dans A. D'apr~s le 
th6orbme 2.3, B est une alg~bre train v~rifiant ym+l __ co(y)ym = 0. Pour 
y = co(y)l - x, oh co(y) = co(x), on a 
ym[  y __ O)( y ) ]  = - -X[  (.0(X) -- X l m = 0. 
De la m~me manibre on d~montre le lemme suivant: 
LEMME 4.5. Soient K un corps commutatif de caract~ristique ~ 2 et 
A = Ke ~ A1/2 ~ K 1 la cl~composition de Peirce d'une algbbre h puissances 
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associatives, oh e est un idempotent absolumeut primitif. Supposons que, 
pour tout x I ~ 271, la restriction de L~I ~ N = A l l  e • A 1 soit nilpotente. 
Alors, A est une algbbre train vdrifiant x[ x - to(x)]" = 0, oh m >~ 1 est un 
entier. 
PROPOSITION 4.6. Toute alg~bre ~ puissances associatives du type II, en 
earactdristique diffdrente de 2 et 3, dont l'dquation train est de rang ~ 4, 
est une algbbre de Jordan. 
Preuve. En effet, soit A une alg~bre "h puissances associatives du type II 
d'~quation train x[x - to(x)] m = 0. 
(1) S im = 1, on a x 2 -  to(x)x =0 et A est l'algbbre gam6tique de 
l'h&itage mend~lien simple, donc A est une algbbre de Jordan et, plus 
pr~cis~ment, A est une alg~bre de Jordan sp~ciale (cf. [9, page 133]). En fair, 
dans ce cas, on a 271 = 0. 
(2) S im = 2, on a x[x - to(x)] 2 = 0 soit x 3 - 2to(x)x 2 + to(x)'2x = 0 
et, d'apr~s [7, th~orbme 2.1], A est une alg~bre de Jordan. Dans ce cas, 27 I
est une z~ro-alg~bre. 
(3) Supposons m =3.  On a x[x -  to(x)] '3 = 0, soit x 4 -  3to(x)x :~ + 
3to(x)'~x 2 - to(x)'3x = 0. Dans les notations de la note 4.1, l'alg~bre B = Kd 
@ A1/2 • 27, est une 2-a lg~bre ~ puissances associatives qui est une alg~bre 
train de rang 4. D'aprbs la d4monstration dil corollaire 1 de la proposition 
3.11, on a x~ = 0, pour tout x 1 ~ A 1. L'analogue du th6or~me 1.3 (pour les 
alg~bres ~l puissances du type II) nous dit alors que A est une alg~bre de 
Jordan. • 
Le rang 4 dans le corollaire 1 et la proposition 4.6 est le meilleur possible. 
En effet, compte tenu de la note 4.1, il suffira de construire un contre- 
exemple dans l'un ou l'autre cas. Or, si A 0 d~,signe la bien connue nil- 
alg~bre commutative '~ puissances associatives de dimension 5 du contre- 
exemple de Suttles, alors l'alg~bre A = Ke • Ao, somme directe d'alg~bres, 
est une ~-alg~bre ~t puissances associatives qui est une alg~bre train d'6qua- 
tion x 5 - to(x)x 4 = 0. 
NOTE FINALE. Le Referee m'a inforln~ que le th~or~me 3.7 a aussi ~t~ 
obtenu par I. Correa ('Identities in Berstein algebras", preprint). 
Je remercie le Referee pour ses remarques et suggestions qui ont substan- 
ciellement contribud ~ l'arm;Jioration de cet article. 
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